DMI ENSA D’AL-HOCEIMA
AP2: Deuxieme Année Cycle Préparatoire Année 2020/2021
Analyse 3: Fonctions de Plusieurs Variables S 3

Série n° 5
— Théoreme d’inversion - Fonctions implicites —

Exercice 1
1°) Montrer que
¢ : R? R?

(z,y)—(e®—e¥ ,z+y)

est un C'-difféomorphisme de R? sur lui-méme.

correction
1°) Soit (z,v,2,t) € R*

—x
exzﬁzfm car (z— z2+46t<2—\/2’>2:2’_’2‘§0)

x = In(Zvetie Vz;‘“let) (z4+Vz2+4det > z+ V22 =2+12] >0)
y=1t-— 111( z+\/22+4et)
2

Alors tout élément (z,t) € R? a un antécédent et un seul dans R? par ¢.
Donc ¢ est une bijection de R? sur lui méme.
On a

donc le Jacobien de p(z,y)

=e"+e¥#£0

) e
det(]w(x7y)) 11 1

Alors La fonction ¢ est de classe C! sur R?

Donc en déduire que ¢ est une bijection de R? sur lui-méme, de classe C' surR? et le jacobien de ¢ ne s’annule
pas sur R?.

On sait alors que ¢ est un C! - difféomorphisme de R? sur lui-méme.

2°) On note U = (]0,+00[)? et f: (z,y) — (23y?, z%y>

Montrer que f est un C'-difféomorphisme de U sur lui-méme. .




correction
2°)
e On a U = (]0, +00[)? est un ouvert de R? et, d’apres les théoremes généraux f est de classe C! sur U.

e Montrons que f est une bijection de U sur U et explicitons f~1.
Il est d’abord clair que ¥(z,y) € U, f(z,y) € U
Soit (u,v) € U. On a, pour tout (z,y) € U:

Alors f est bijective et f~(z,y) = (ﬁ, x2y3).
f~1 est de classe C! sur U .
On conclut que f est un C' -diffeomorphisme de U sur U.

Exercice 2
Soit f la fonction définie sur ¥ par :

f(x,y,2) = (¥ + ¥, e* — ¥ 1 —y)
1. Déterminer I'image f(R?)

2. montrer que f est un C*°- difféomorphisme de R3 sur f(R3)

CORRECTION.2
1°)
On a
flz,y,2) = (egy +e%, % — ¥ 1 —y)

Posons f(z,y,2) = (a,b,c) Alorsa>0eta+b=e?+e**>0etc=z—-yeR
Donc f(R?) C {(a,b,c) €ER3:a > 0;a+b>0,c€ R} :=19 cest un ouvert de R3 .

Soit (a,b,c) € ¥, f(x,y,z) = (a,b,c) =z =c+y

comme a + b = e 4 €2 = eV 4 2(ctY) = 2V = %26
a+b

Treze admet 'unique solution

. /etb
V= 1+ e%

2
02 g o g a+b :aec—b
1+e2c 14 e2

et comme a + b > 0 alors I'équation e?¥ =

on a

il est donc nécessaire que ae? > b et sous cette hypothese on a

I ae? — b
z=1In4/ ——
V1 e
+ +1 ,/LH)
xr = C=2~¢ n
Y 1+ e

et on a



Alors I'image f(R?) est donc I'ouvert
¥ := {(a,b,c) €R?:\a>0,a+b>0,ae’* >b,cc R}
2°)
Soit (z,y,2) € R3 on a f est de classe C' alors la matrice jacobienne de f est
0 2% 2%
Jf(z,y,z)=| 2% 0 —2e%
1 —1 0
donc , le déterminant de la matrice jacobienne de f vaut

0 2% 2%
det(Jf(z,y,2)) =|2e** 0 —2e% |=4e¥(e** +e?) £0
1 —1 0

f étant en outre bijective de R sur f(R3) le théoreme d’inversion globale assure que c’est bien un C*

difféomorphisme.

Exercice 3 Soit f: R?\ {(0,0)} — R? définie par:
—(_—* Yy
f(«T,y) (x2+y2’:c2+y2)

1°) Déterminer 'image de f.
2°) Montrer que det(J¢(z,y)) > 0 en tout point (z,y) € R*\ {(0,0)}.
3°) Montrer que f est un diffSomorphisme de R? \ {(0,0)} sur son image et que f~! = f

CORRECTION.3
On a f:R?\ {(0,0)} — R? définie par:

_(_ 7 Yy
f(xuy)_($2+y27$2+y2)

1°) Soit (u,v) € R?\ {(0,0)} tel que:

—z

B B -z Y gz U

z,y) = (u,v) & (u,v) = , o
f( y) ( ) ( ) ($2+y2 m2—|—y2) {$2_?‘J_y2:7)

& { v “2_;”2
Y=tz
Donc pour tout (u,v) € R?\ {(0,0)}, il existe (z,y) € R?\ {(0,0)}
Donc Iimage de f est R?\ {(0,0)}
2°) On a f est de classe C! et différentiable sur R?\ {(0,0)} alors
22 —y2 2xy
2 2)2 2 2)2
Jy(a,y) = ( G @] )
@21y2)2 @2 yo)?
alors
2 —y? 2xy 1
2 2)2 2 2)2
det(J(z,y)) = (I_E;’y) @ = @) >0
@ +y2)? (@2 4y2)? x Y
3°) De la relation
-z Y —u v
N =
) (00) = (s )

(U,’U) = (l’2+y2,l’2+y2

et



det(J¢(x,y)) >0
et

FRZ\A(0,0)}) =R*\ {(0,0)}

on en déduit que f est bijective et f~1 = f
Donc f est un difféomorphisme de classe C*°

Exercice 4 Soit f : R — R? définie par:
fz,y,2) = (x+ 2y + 2%, 2 +27)

1°) Montrons que f est de C!
2°) Calculer le rang de J f(z,y, z).
3°) Quels sont les points au voisinage desquels f est localement inversible ?

CORRECTION.4
1°) Montrons que f est de classe C!
La fonction f est C' car toutes ses dérivées partielles sont définies et continues sur R? On a de plus :

1 2y 0
Ji(z,y,2) = 0 1 2z
2 0 1
2°) Calculons le rang de Jy(z,y, 2)
1 2y 0
det(J¢(z,y,2)) =] 0 1 2z|=1+48xyz
2z 0 1

Il est clair que J¢(z,y, z) est de rang au moins 2 (les deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes).
De plus det(J¢(z,y,2)) = 1+ 8xyz
Donc Jy(x,y, z) est de rang 3 si xyz # %1 et de rang 2 si xyz = %1.

3°) Trouvons maintenant quels sont les points au voisinage desquels f est localement inversible :

Le théoreme d’inversion locale s’applique au voisinage de tout point (z,y, 2) tel que Jf(x,y, z) soit inversible.
On en déduit que f est localement inversible prés de tout point (z,y, z) € R3 tel que :

det(Jy(x,y,2)) #0 & xyz # %1

Exercice 5 On considere la courbe plane d’équation
ze¥ + e"sin(2y) =0 (1)

1°) Vérifier que 'équation (1) définie une et une seule fonction y = ¢(z) au voisinage de (0,0).
2°) Calculer ¢ (0) et écrire I'équation de la droite tangente au graphe de la fonction ¢ en le point (0, (0)).
3°) En déduire la limite de £ quand (x,y) tend vers (0,0) en étant sur la courbe.

CORRECTION.5
1°) On pose f(x) = ze¥ + e” sin(2y)
On a f(0,0) =0 et g—i(a:,y) = e¥ + e”sin(2y) alors 0, f(0,0) =1
et g—i(az,y) = xe¥ + 2e” cos(2y) alors 0, f(0,0) = 2
Puisque 0y, f(0,0) # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(z) définie au voisinage de 0 tel que f(x,p(x)) =0



2°) On a

/ 0:f(0,0 1
,.f(0,0) 2
donc I’équation de la droite tangente a ¢ en = 0 est y = —%aﬁ
3°) On a
lim g:hm@:limw_cp,@):—l
(zy)—(0,0 x  z=0 T =0 -0 2

Exercice 6 Montrer que 'équation zy* — 23 4+ y = 0 définit implicitement au voisinage de 0 une fonction

réelle de la variable réelle y = ¢(z) et calculer la tangente au graphe de ¢ au point (0, 0).

CORRECTION.6
Soit g(z,y) = xy* — 23 + y elle est de classe C! De plus g(0,0) = 0 et g,(0,0) =1
Elle définie alors une et une seule fonction y = ¢(z) dans un intervalle qui contient 0.
De plus, on sait que ¢(0) =0 et
/ 9z (x, () _y4 — 322
gy(z,0(x)  dayd+1

alors

La droite tangente & y = ¢(x) en (0,0) a équation

’

y=¢ (0)(z—0)+¢0)=0

Exercice 7
Soit I’équation
zln(l+9?) —ye®* =0

1°) Montrer que I’équation (2) définit implicitement y = ¢(x) en fonction de x au voisinage de (1,0).

2°) Calculer ¢ (z) au voisinage de 1.

CORRECTION.7
1°) Soit
flz,y) = wln(l +y%) - ye
elle est de classe C! De plus f(1,0) =0 et on a

of
y

2zy z
(:B’y):l—i—yQ_e = 8yf(1,0):—€§é0

donc d’aprés le théoreme des fonctions implicites il existe un voisinage Vi de 1 et un voisinage V; de 0 et

une fonction

p:Vi——=W
T—ry=p(z)

tels que
° go(l) =0
o VxeVi: f(z,ox)=0

2°) Calcul de ¢ (x) au voisinage de 1.




Comme afggy) = In(1 + y?) — ye® alors
: In(1 + p(2)?) — p(a)e”
o (@)= - 220(@) _ z
L+p(z)?
Exercice 8
On considere ’équation
ze’ +ye’ =0 (3)

1°) Vérifier qu’elle définie une et une seule fonction y = ¢(z) au voisinage de (0,0).
2°) Calculer le développement de Taylor de ¢ a 'ordre 2 centré en z = 0.

CORRECTION.8
1°) Soit
f(z,y) = ze¥ +ye”
elle est de classe C! De plus f(0,0) =0 et on a

T —eer e = 0,700 =140

Elle définie alors une et une seule fonction y = ¢(z) dans un intervalle qui contient 0. De plus, on sait que
©(0) =0 et

of(x, T
S ) =t e
9f (=) reP(T) + e%
oy
Donc
¢ (0)=-1

2°) Comme ¢ est de classe C!, alors 90/ est de classe C! car composition de fonctions de classe C' , alors que

¢ est de classe C?, Donc
2

0(2) = (0) + 3¢ (0) + " (0) + o(a?)

Pour calculer ¢~ on peut soit dériver ’expression de apl soit dériver ’équation qui la défini implicitement :
comme
2e¥®) 4 p(x)e” =0

en dérivant cette expression on obtient
e?) 4 wp (1)) 4 ¢ (2)e” + p(x)e” = 0

et en la dérivant & nouveau (ce que I'on peut faire car ¢ est de classe C?) on obtient
@ (2)e?) + [0 (2)e?) + 2" (@) + 2ef D (9 (1)) + [0 (2)e” + ¢ (@)e”] + [ (2)e” + p(x)e”] = 0
Donc On obtient ¢ (0) = 4 et le développement de Taylor s’écrit

o(x) =—x+ 222 + O(wz)



